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Kapitola z teorie Cisel

Co predchazelo?

~ermat a Mersenne — mistri 17. stoleti
Pokracovatele v 18. stol.— Euler, Goldbach,
 egendre, J. H. Lambert

19. stol. - Carl Friedrich Gauss — Aritmeticka
zkoumani, P. Dirichlet a dalsi

Analyticka teorie Cisel — prvni kroky do stoleti
dvacatéeho




Lamejte si hlavu — L1

Najdéte vsechna reseni kvadratické kongruence

x%> =196 (mod 1357)



Vybrané ulohy z teorie Cisel

Prvocisla a jejich rozmisténi
Goldbachova hypotéza.

Ciselné teoretické funkce.

Zakladni vlastnosti kongruenci.

Cinska véta o zbytcich.

Kvadraticka kongruence.

Gaussovy algoritmy. Vypocet kalendare.



Prvocisla a jejich rozmisténi

(Primes and their distribution)
* Prvocisla (Primes)
e Zakladni veta aritmetiky
(Fundamental Theorem of Arithmetic)
* Eratosthenovo sito (The Sieve of Eratosthenes)
* Goldbachova hypotéza
(The Goldbach Conjecture)
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Zakladni veta aritmetiky

Kazdé kladné celé ¢islo n>1 muze byt vyjadreno jako
soucin prvocisel. Tento rozklad je jednoznacny.

* Dusledek: Kladné celé Cislo n>1 muze byt
vyjadreno v kanonickém tvaru jedinym zpusobem
n=p,1p,2..pk,
kde kazde k; je kladné celé Cislo proi=1,2,...,r
a kazde p. je prvocislo takove, ze
p<p,<.<p,
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Testovani prvociselnosti

Je-li a slozené celé Cislo, pak muzeme psat
a=b.c,kdel<b<ag a l<c<a.
Predpokladame-li, ze b < ¢, dostaneme
b%2< bc=a, adaleb<Va.

Protoze b > 1, ma b podle ZVA nejméneé jednoho
orvociselného délitele p.

Pak platip<b<vVa, dilep|babla= p]|a.
Slozené Cislo a ma vzdy prvociselného délitele

p <Va,

odtud plyne:
stacCi testovat cisla mensi nez Vva nebo rovna Va.
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Testovani prvociselnosti - priklady

Priklad: a = 509
22 <V509 < 23

Otestujeme jako mozné délitele prvocisla mensi
nez 22,t.12,3,5,7,11, 13,17, 19}.

Protoze zadné z nich neni délitel 509, musi byt
dané a prvodislo.



Testovani prvociselnosti - priklady
P¥iklad : a = 2093
45 < V2093 < 46

Otestujeme jako mozné délitele prvocisla mensi
nez22,t%.{2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37,41, 43}.

Prvni delitel 2093 je 7: 2093 =7 . 299

17 <V299 < 18, testujeme {2, 3, 5, 7, 11, 13}
Prvni délitel 299 je 13: 299 =13 . 23.

23 je téz prvocislo.

Rozklad Cisla je 2093 =7 .13 . 23.
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Eratosthenovo sito
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Cisla délitelnd dvéma, tiemi a péti

11 12
21 22
31 32
41 42
51 562
61 62
71 72
B1 82
91 92




Lamejte si hlavu — L2

* Poufijte Eratosthenova sita k rozkladu ¢isla 94 na
soucet dvou prvocisel.

» Kolik takovych rozkladu existuje?



Eratosthenés z Kyrény

276 — 194 pr. n. |.

Zil v Alexandrii.
Prezdivka , Beta“

Vymeéril obvod Zemé
Pritel Archiméduv
Je po ném pojmenovan krater na Mésici.

Eratosthenovo sito v XI. knize Eukleidovych
Zakladu

Otazka: Existuje nejvétsi prvocislo?
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Obvod Zeme

FEratosthenes

Alexandria 7°

'|I Sun

Byene

© 2000 Encyclopadia Britannica, Inc.

the distance from Alexandria to Syene was 4900 stadia, so the ratio of that
distance to the circumference of the Earth, C is given by:

C _ 360"
4900 stadia  7°

therefore, C = 252,000 stadia (1 stadia = (.16 km)

= 40,320 km (textbook gives circumference
of Earih as 40,030 km)
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Eukleidova veta

e \eéta:

Pocet vSech prvocisel je nekonecny.
Dukaz: Eukleidés postupuje sporem.
Necht existuje rostouci posloupnost prvocisel
p,=2,p,=3,p3=5,p,=7..a p, jeposledni
Z nich.

Uvazujme P=p,p, ...p, + 1. Protoze P > 1
podle ZVA je P déelitelné néjakym prvocislem.



Dukaz Eukleidovy véty

* PP - pnszou jedina pfvoél'sla menél' nez P, proto
dalsi prvocislo p se musi rovnhat jednomu z nich.

* Kdyz spojime délitelnost p|p,p, ... p, @ p|P
dostaneme p|P - p,p, ... p,, ekvivalentné p|1.
e Jediny kladny délitel Cislalje1,alep > 1,
tj. sporl!

e Zadny koneény seznam prvocisel neni Uplny,
pocet prvocisel je nekonecny.

The number of primes is infinite.

Eukleidova Cisla (Euclid Numbers) jsou Cisla tvaru
p.pP, --p, +1, mezinimi je asi 19 prvocisel.
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Goldbachova hypotéza

 Rozmisténi prvocisel (Prime Distribution)
mezi Cisly slozenymi — nezname odpoveéd.

* Prvociselna dvojcata (Prime Twins): dvojice
lichych cisel (p, p+2)-11a13,17 a 19 nebo

1000000000061 a 1000000000063.
Intervaly mezi prvocisly jsou libovolné dlouhé.
NejdelSi mezera ma 1132 slozenych Cisel.
Otazka: Je pocet prvociselnych dvojcat konecny?




Goldbachova hypotéza

e 1742 pise Christian Goldbach Leonhardu
Eulerovi:

Kazdé sudé Cislo muze byt vyjadreno souctem
dvou Cisel, jez jsou prvocisla nebo jednicky.

* Provérenodo 4.10%
 Ukazeme si rozklady do 30:
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Goldbachovy rozklady

OO A~N

10
12
14
16
18

20 =

22

26
28

1+1
2+2
3+3
3+5
3+7
5+7
3+11
3+13
5+13
3+17
3+19

3+23
5+23

1+ 3
1+ 5
1+ 7
5+ 5
1+ 11
7+ 7
5+ 11
7+11
7+13
5+17

7+19
11 +17

1 + 13
1 + 17
1 + 19
11 + 11

13 + 13




Goldbachova hypotéza

* Euler omezil hypotézu takto:
Libovolné sudé Cislo (= 6) tvaru 4n + 2 je soucet dvou
Cisel,
jez jsou prvocisla tvaru 4n + 1 nebo 1.
Lze ukazat:
Kazdé sudé Cislo je souctem 6 nebo méneé prvocisel.

Lemma: Soucin dvou nebo vice Cisel tvaru 4n + 1 je téz
tvaru 4n + 1. Dokazte si samostatne.

\Veta: Pocet prvocisel tvaru 4n + 3 je nekonecny.
Dukaz sporem.

Alena Solcova, FIT CVUT v Praze

21



Christian Goldbach

1690 Konigsberg — 1764 Moskva
Otec: protestantsky knéez

Studium v Kénigsbergu.
NEUESTER
Korespondence IMMELS ATI AS
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1799
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Dirichletova véta

e Veéta:
Jestlize a a b jsou vzajemne nesoudélna Cisla,
pak aritmeticka posloupnost
a,a+b,a+2b,a+3b...
obsahuje nekonecné mnoho prvocisel.

Dirichlet zjistil napt. , ze je nekonecné mnoho
prvocisel koncicich na 999: 1999, 100999,
1000999, ... . Tato aritmeticka posloupnost je
urcena tvarem 1000k + 999 a nsd(1000, 999) =1
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Jean Johann Peter Gustav Le Jeune
Dirichlet
1805 Duren — 1859 Gottingen

Otec - postmistr v Durenu,
pul cesty mezi Cachami a
Kolinem

Pochazi z Belgie: Le jeune de
Richelet

Meél rad historii i matematiku.

Nastupce Gausse v Gottingen.
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Cemu se dlouho véfilo?

e Euler se také nekdy mylil. V roce 1772 ukazal,
ze kvadraticky polynom

* f(n) =n%?+n+ 41 dava pouze prvociselné
hodnoty.

Proveril pouze tyto hodnoty {0, 1, 2, ..., 39}.
Pouzil metodu neuplné indukce.

£(40) = 402 + 40 + 41 = 40(40 + 1) + 41 =
40.41+41= 41 (40 + 1) =412 slozené cCislo

f(41)=412+41+41=41(41+1+1)=41.43

f(42) =42% + 42 + 41 = 1847 opét dava prvocislo.



