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Ciselné teoretické funkce

(Number-Theoretic Functions)

Soucet a pocet délitelt (The Sum and Number
of Divisiors)

Mobiova funkce (The Mobius inversion
formula)

Cela cast Cisla (The Greatest Integer Function)
Eulerova funkce ¢ (Euler’s Phi-Function)
August Ferdinand Madbius, Leonhard Euler
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Soucet a pocet délitelu

Definice:
Je dano kladné celé Cislo n, oznacCime

T (n) pocet kladnych déliteld Cisla n a o(n) soucet
téchto délitelu.

Priklad: n = 12.

Ma tyto kladné délitele {1, 2, 3, 4, 6, 12}, tedy
T(12) =6,

0(12)=1+2+3+4+6+12=28

Urcete funkce t (n) a o(n) pro prvnich nekolik n!



Soucet a pocet délitelu

e Véta: t(n) = 2 pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.

e Véta: o(n) = n + 1 pravé tehdy, kdyz n je
prvocislo.

* Obe funkce jsou multiplikativni, tj.
t(mn) = t(m) t(n)
o(mn) =o(m) o(n),
pro libovolna vzajemné nesoudélna m, n.



* August Ferdinand Mobius
* Definice: Pro kladné celé Cislo n definujeme

funkci u (n) =

1 je-lin=1

0 je-li p?|n pro néjaké
< orvocislo p
(-1)" je-lin=p;p,...p,,

kde p;jsou ruzna
o prvocisla.
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Vlastnosti Mobiovy funkce

Priklad:
w(30)=pn(2.3.5)=(-1)3=-1

i) =1, u(2)=-1, u3)=-1,
w(4)=0, u(5)=-1, u(6)=1.

Véeta: Funkce u je multiplikativni funkce.
Zkuste samostatné dokazat.

Aplikace najdeme v teorii Cisel, kombinatorice,
fyzice apod.
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Funkce “celd cast cCisla“

The Greatest Integer Function,
,Bracket” Function

Definice: Pro libovolné realné Cislo x, oznacime [x]
nejblizsi celé Cislo mensi nez x, tedy x splnuje
podminku x — 1 < [x] < x.

Priklady: [-3/2] =-2, [V2] =1, [1/3] =0,
[m]=3 [-t] =4
Véta: [x] = x prave tehdy, kdyz x je celé Cislo.
Libovolné realné Cislo Ize zapsat ve tvaru
x =[x]+ 6,kde0 <0<1.



(Euler’s Phi-Function)
Definice:

Pron>1 ¢ (n) oznacCuje pocet kladnych celych Cisel
nesoudélnych s n a mensich nebo rovnych nez n.

Piiklad: ¢ (30) = 8
{1,7,11, 13,17, 19, 23, 29},
e(1)=1,0(12)=1,0(3)=2, ¢(4)=2, p(5) =4,
p(6)=2, p(7)=6
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Nekteré vlastnosti funkce ¢

Véeta: Je-li n prvocislo, pak kazdé celé Cislo mensi
nez n je nesoudéelné s n, tedy
@(n)=n-1
Véta: Je-li n > 1 slozené, pak ma n délitele d
takové, ze jsou vintervalu 1 <d<n. To
Zznamena, ze nejmene dve cisla mezi 1, 2, 3, ...,
n nejsou soudeélna s n, totizd an, tj.

@(n)<n-2



Nekteré vlastnosti funkce ¢

Veta: Jestlize p je prvocislo a k > 0, pak
@ (p¥) = p*- p*~1=p* (1-1/p)
Priklad: @ (9) = ¢ (3%2)=3%2-3=6
{1,2,4,5,7, 8}
@(16)=@(2%)=24-23=16-8=38
{1, 3,5,7,9,11, 13, 15}
Véta: Funkce @ je multiplikativni,
tj. p(m.n)= ¢ (m). ¢(n),
kde m a n jsou nesoudélna.



Gaussova veta

Pro kazdé kladné celé Cislo n £ 1 plati

n = Zd|n ¢(d)
(sCita se pres vsechny kladné délitele d Cisla n).



Priklad

* Necht jen=10.

» Cisla mezi 0 a n rozdélime do tfid podle d. Je-li d kladny
delitel Cisla n, uloZzime celé Cislo m mezi prvky tridy S,
jestlize plati nsd(m,n) = d

S, ={m|nsd (m,n)=d, 1 < m < n}.

S, =1{1,3,7,9}
S, ={2,4,6, 8}
55 = {5}

s, = {10}

¢ (10)=4,0(5)=4,0(2)=1,0¢(1)=1

>41100(d) = 0(10) + ©(5) + 9(2) + (1) =4 +4+1+1=10



Teorie kongruenci

(The Theory of Congruences)
Carl Friedrich Gauss
Zakladni vlastnosti kongruenci
Linearni kongruence
Cinska véta o zbytcich
Kvadraticka kongruence



Zakladni vlastnosti kongruenci

Definice:

Necht n je kladné celé Cislo. Dveé Cisla a a b jsou
kongruentni podle modulu n

a=b (mod n),
jestlize n déli rozdil a — b,
tedy a — b = kn pro k celé.
Kongruence je zobecnéna forma ekvivalence.
Véta: Necht n > 1, a,b, ¢, d jsou libovolna cela cisla.
Pak plati
a) a=a (mod n)
b) Je-lia=b (mod n), pak b=a (mod n)



Zakladni vlastnosti kongruenci

Véta:
c)Je-lia=b (modn) ab=c(modn), paka=c(mod n).

d) a=b(modn)ac =d(modn),
pak a+ b=c+d(modn)a
ac = bd (mod n).

e) Je-lia=b (mod n), pak
a+c=b+c(modn)a ac=bc(mod n).

f) Je-lia=b (mod n), pak a*= bk (mod n), pro libovolné
kladneé k.



Priklad - kongruence

* Ukazte, ze 41 déli 20%° -1

e Zacneme tim, Ze 2°> =-9 (mod 41), jinak také
2?20 =81. 81 (mod 41)
Ale 81 =-1 (mod 41),
atedy 81.81 =1 (mod 41).
Podle vlastnosti kongruence pokracujeme:
220 -1=81.81-1=1-1=0(mod 41),
tedy 41 déli 20%° - 1.



Priklad - kongruence

 Chceme najit zbytek po déleni souctu
11+21+31+41+ ... +99! + 100! Cislem 12.

e Zahajime zjisténim, ze 4! = 24 (mod 12), takze
Pro k 2 4 plati

k'=41+5.6 ..k=0.5.6..k=0(mod 12)
Takto dostaneme

11+21+31+41+ ... +991+100!=11+21+31+0+
..+0=9 (mod 12)

Odtud soucet dava zbytek 9 pri deleni 12.



Dalsi vlastnosti

e Veéta: Je-lica=cb (mod n),
nak a = c (mod n/d), kde d = nsd (c,n).

* Dusledek: Je-li ca =cb (mod n) a nsd(c,n) =1,
pak a =b (mod n).

* Dusledek: Je-li ca=cb (mod p), a p nedéli ¢,
kde p je prvocislo, pak a=b (mod p).

Dukaz: Podminky: p nedéli c a p je prvocislo
implikuji nsd(c, p) = 1.



P¥iklady

e Uvazujme o kongruenci 33 =15 (mod 9),

tj. 3.11=3.5(mod 9).

Protoze nsd (3, 9) = 3 podle predchazejici véty
muzeme psat 11 = 5 (mod 3).

* Jinou kongruenci -35 =45 (mod 8) mizeme
rozlozit stejnym zpusobem

na 5(-7)=5.9 (mod 8). Cisla 5 a 8 jsou
nesoudélna, proto upravime na

-7=9 (mod 8).



The Chinese Remainder Theorem

Véta:
Necht n,, n,, ..., n, kladna cela Cisla takova, ze
nsd (n, n)=1proi#j
Pak soustava linearnich kongruenci
x=a, (mod n,)
X=da, (mod n,)

x=a,(modn)
ma jedno reseni x modulon, kden=n4n,, ..., n,.
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Priklad

Problém Sun-Tsu (Sun Zi)
* Vyreste soustavu kongruenci
x =2 (mod 3)
x =3 (mod 5)
x =2 (mod 7)
Redeni:
n=3.5.7=105
N,=n/3=35N,=n/5=21N,=n/7 =15
Sestavime linedrni kongruence: 35x=1 (mod 3),
21x=1 (mod 5),
15x=1 (mod 7),
které davaji reseniprox; =2,x,=1,x;=1
x=2.35.2+3.21.1+2.15.1=233
Pro mod (105) dostavame jediné reseni:
x=233=23(mod 105).



(The Quadratic Reciprocity Law)
e Eulerovo kriterium (The Euler Criterion)
* Legendruv symbol (The Legendre Symbol)
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Kvadratické reziduum

* Definice: Necht p je liché prvocislo a
nsd (a,p) = 1. Ma-li kvadraticka
kongruence
x?=a (mod p)
reseni x, pak rekneme, ze a je kvadratické
reziduum cisla p.

Jestlize zadné takové x neexistuje, nazyva se a
kvadratické nereziduum cisla p.



Priklad kvadratického rezidua pro n=13

Urcime Ctverce vSech zbytkovych trid (mod 13):

Kvadraticka rezidua cCisla 13 jsou: 1,3,4,9,10,12.
Kvadraticka nerezidua cisla 13 jsou: 2,5,6,7,8,11.



Eulerovo kriterium

Euler’s Criterion
Véta: Necht p je liché prvodislo
a plati nsd(a,p) =1,

pak Cislo a je kvadratické reziduum
prvocisla p pravé tehdy,

kdyZz alP-1/2=1 (mod p)



Legendruv symbol a jeho vlastnosti

* Definice: Necht p je liché prvocislo a necht
nsd (a, p) = 1.
Legendruv symbol (a/p) je definovan takto:

—

1 je-li a kvadratické
reziduum p

(a/p)=

-1 je-li a kvadratické
- nereziduum p




P¥iklady

* Pfiklad: Necht p = 13. Pouzijeme-li Legendriv
symbol, pak mohou byt vysledky zaznamenany
takto:

1 = (1/13) = (3/13) = (4/13) =(9/13) =

= (10/13) = (12/13)
1 = (2/13) = (5/13) = (6/13) = (7/13)

= (8/13) =(11/13)



Vlastnosti Legendrova symbolu

Necht p je liché prvocislo a necht cela Cisla a a b jsou
nesoudélna s p. Potom

(a) Jestlize a=b (mod p), pak (a/p)=(b/p).
(b) (a°/p) = 1.

(c) (a/p)=aPii2 (mod p).

(d) (ab/p) = (a/p)(b/p).

(e) (1/p)=1 a (-1/p) = (-1)r1)12,

Priklad:

Existuje néjaké reseni kongruence x> = —46 (mod 17) ?
(-46/17) = (-1/17) (46/17) = (-1)3(12/17) = (3.2%/17) =

= (3/17) (22/17) = (3/17) =38 =812 = (-4)2 = -1 ... NEEX.
Nebo jinak: (-46/17) = (5/17) = 58= 25%= 8= 64’=13’=-1



Zakon kvadratické reciprocity

Quadratic Reciprocity Law — Theorema aureum
Véta: Jsou-li p a gruzna licha Cisla,
pak (p/q) (q/p) = (-1)lr-1)/2(a-1)/2

Dusledek: Jsou-li p a g rtzna licha disla,

pak _

(g/p), je-li p=1 (mod 4) nebo g=1 (mod 4)
(p/a) =
-(q/p), je-li p=q=3 (mod 4)
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Priklad

Uvazujme o Legendrové symbolu (29/53)

Protoze 29 =1 (mod 4) a 53 =1 (mod 4),

miZeme upravit (29/53) = (53/29) = (24/29) =
(2/29) (3/29) (4/29) = (2/29) (3/29).

(2/29) = -1, druhy LS invertujeme (3/29) = (29/3)
=(2/3) = -1, ddle pouZijeme kongruenci.

29 =2 (mod 3) a dostaneme (29/53) = (2/29)
(3/29) = (-1)(-1) = 1.



Pokracovani

e Zakon kvadratickeé reciprocity dava odpoved na

nalezeni prvocisel p # 3, pro néz je 3 kvadratické
reziduum. Protoze 3 =3 (mod 4)

z dusledku Zakona kvadratické reciprocity plyne:
(3/p) = (p/3), je-lip =1 (mod 4),
nebo -(p/3), je-li p =3 (mod 4).
Dale probereme p=1 (mod 3) nebo
p=1(mod4). Podle véty o vlastnostech LS plati:
(p/3)=1, je-lip=1(mod 3),
nebo -1, je-lip=2 (mod 3).



Pokracovani 2

Odtud plyne

(3/p) = 1 prave tehdy, kdyz
p=1(mod4)ap=1(mod 3)

nebo
p=3(mod4)ap=2(mod3).



Lamejte si hlavu — L3

Najdéte vsechna reseni kvadratické kongruence

x? =196 (mod 1357)



