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Cisla specialnich tvard

* Dokonala Cisla (Perfect Numbers)
 Mersennova Cisla (Mersenne Numbers)
e Spratelena Cisla (Amicable Numbers)
* Fermatova Cisla (Fermat Numbers)
* Fibonacciova Cisla atp.
e Specialni prvocisla —
palindromicka, prvocisla Sophie Germainové.
Vlastnosti Fermatovych prvocisel, priklady aplikaci.
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Dokonala cisla

Perfect Numbers
Pythagorejci
6=1+2+3
28=1+2+4+7+14

Definice: Kladné celé Cislo n je dokonalé, je-li rovno
souctu vSech kladnych déliteld vyjma sebe sama.

Rekové znali pouze 4 ¢&isla: 6, 28, 496, 8128.

Nikomachos z Gerasy (Introductio Arithmeticae)
okolo 100 n.l. — vytvoril matematickou teorii,
zaved| Cisla spriznéna (spratelena), spolecenska,
abundantni, deficientni.



Vlastnosti dokonalych cisel

* nje dokonalé, kdyz je pocet kladnych délitel(
o(n)-n

* nje dokonalé, kdyz o (n) =2n

 Hypotézy:
1. n—té dokonalé Cislo ma pravé n cifer.
2. Kazdé dokonalé Cislo konci stridavé bud' Cislici 6 nebo 8.
Obé hypotézy jsou vyvraceny:
Nemame dokonalé Cislo s 5 Cislicemi
P. =33550336 =212.8191 = 4096 . 8191 = 4096 . (213 -1)
(nalezeno jiz v anonymnim rukopisu v 15. stoleti),
P, = 8589869056 = 21°. 131071 = 65536 . 131071 = 65536 . (27 - 1)
(Cataldi, 1603)
Obé dokonala cisla po sobé nasledujici konci Cislici 6.



Obecny tvar dokonalého Ccisla

Eukleidés dokazuje:

1+2+22+23+ ... +2K1=pje prvodislo, pak 2¥! p je dokonalé
Cislo (nutné sudé). IX. Kniha —Zaklady

Priklady: 1+ 2 +4 =7 je prvocislo, tedy 4 . 7 = 28 je dokonalé.

Eukleidés pouziva soucet geometrické rady
1+2+22+23+ ... +2k1=2k—1
(Ize najit ve starsSich pythagorejskych textech)
Pak z toho plyne: Je-li 2k -1 prvocislo (k > 1), pak
n=2k1(2k-1) je dokonalé.

Dlkaz, ze kazdé sudé dokonalé Cislo je tohoto tvaru, az za 2000 let.



Lemma
e Je-liak—1 prvodislo(a>0,k>2), paka=2akje
takeé prvocislo.

Priklady: Prop =2, 3,5, 7 hodnoty 2° -1 jsou
prvocisla 3, 7, 31, 127.

Pak 2 (2°-1)=6
2%(2°-1) =128
24(2°—1)=496
2°(27-1)=28128
jsou vSechna dokonala cisla.
Ale plati to vzdy?



Je vzdy 2P — 1 prvocislo?

* Mnoho matematiku si domnivalo, ze odpovéd’
je kladna.

* 1536 — Hudalrichus Regius v Utriusque
Arithmetices nalezl pékny rozklad

211-1 = 2047 =23 .89
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Posledni Cislice sudeho dokonalého cisla

e \eéta:

Sudé dokonalé cCislo n konci Cislici 6 nebo 8, t;.
n=6(mod 10) nebo n=8 (mod 10).

V dukazu se uzije lemmatu a predchazejici vety.

Zadame si dvé ulohy k zamysleni:

!



e L 3. Dokazte, ze prirozené Cislo
n =219(2 - 1) neni dokonalé ¢islo,
tj. o (n) # 2n.
(Navod: 211 -1=23.89.)

* L 4. Najdi dvé posledni cifry dokonalého Cisla
n = 219936 (19937 _ 1)
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Existuje liché dokonalé Cislo?

Jeden z nejstarsich otevrenych problému!
 René Descartes — NE

* James Joseph Sylvester, 2. pol. 19. stol.—
pochybuje, muselo by vyhovovat vysokému
poctu pozadavkau.

e Pokud existuje, vime o ném:

— Bude mit nejméné 8 rozdilnych prvociselnych
délitelu, z nichZ jeden je vétsi nez milion.
— Bude mit nejméneé 300 Cislic.



Mersennova cCisla

Cisla tvaru M_= 2" — 1 tradiéné nazyvame
Mersennova podle P. Marina Mersenna.
Pokud jsou Cisla M, prvocisla, mluvime

o Mersennovych prvocislech.
P. Marin Mersenne

(1588 — 1648),

clen radu minimd,

zakladatel Parizské akademie,
ziskal vzdélani v jezuitské koleji

La Fleche jako René Descartes.
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Spratelena Cisla

Amicable Numbers or Friendly Numbers

Dvojice Cisel, pro néz je soucet délitelu
kazdého z nich roven druhému Cislu.

Nejmensi spratelena Cisla jsou 220 a 284.
Soucet délitelu Cisla 220 je:

1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110=284

Soucet délitelu Cisla 284 je:
1+2+4+71+142 =220
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Thabitova veta

 Thabit ibn Qurra, 9. stoleti:

Véta: Jsou-li 3 Cisla
p=3.2"1-1,g=3.2"-1,r=9.2%2"1-1

prvocisly, pak 2" .p.qg a 2" rjsou spratelena Cisla.

1636 — v dopise Mersennovi oznamuje Pierre de Fermat,
ze nasel Cisla 17 296 a 18 416 jako spratelena Cisla.
1638 — v dopise Mersennovi pise René Descartes, ze
nasel dalsi dvojici pouzitim Thabitovy vety:
9363584 a 9437056.
Fermat: n=4,p=23,9g=47,r=1151, p, g, r jsou prvocisla.

Descartes:n=7,p=191,9g=383,r=73727,p, g, r jsou
prvocisla.



Dalsi spratelena cisla

e 18. stoleti
Leonhard Euler nasel 64 dvojic spratelenych Cisel.
2 dvojice byly pozdéji odhaleny jako nespratelené.
(1909, 1914).
1830 — Adrien Maria Legendre — nalezl dalsi dvojici:
2172649216 a2 181 168 896.
Dnes — nalezeno vice nez 50 000 dvojic.

Neni znamé pravidlo pro nalezeni vsech spratelenych
dvojic.

Euler polozil otazku:

Zda existuje dvojice spratelenych Cisel, z niz jedno Cislo
je sudé a jedno liché. Odpoved neni dosud znama.



Obé Cisla spratelené dvojice jsou suda a maji

Nejspratelenéjsi Cisla

“Most” amicable numbers

soucet délitelny 9.

Pri

Nej

clad: 220 + 284 =504 =0 (mod 9).

mensi znama dvojice, kterd nema tuto

vlastnost, je

666030256 a 696630544.
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Deficientni a abundantni Cisla

Deficient Numbers and Abundant Numbers
Cisla, kterd nejsou dokonal3,
jsou deficientni nebo abundantni.
Definice:
* Prirozené Cislo je deficientni, je-li o(n) < 2n.

* Prirozené Cislo je abundantni, je-li a(n) > 2n.

Alena Solcova, FIT CVUT v Praze 17



Deficientni a abundantni Cisla

HFNWk TN WO

s(n)

Abundantni
Cisla

Deficientni

Cisla

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
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