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Binarni operace Binary operation

Binarni operaci na neprazdné mnozine A
rozumime kazdé zobrazeni kartézského soucinu
A x A do A.

Multiplikativni zapis operace

Aditivni zapis operace

Cayleyho (Cayleyova) tabulka - pro binarni
operaci na konecné mnoziné

Binarni operace na nekonecnych mnozinach
zadavame néejakym predpisem nebo zakonitosti.



Pfiklad 1: Necht A je neprazdna Tabulkami definujeme operace
mnozina

O, O
A= {a, b, c}.
ada=c aob=a
boc=b boa=b
coa=a Coa=CcC




Arthur Cayley 1821-1895

* Pravnik
e Studoval Hamiltonovy
kvaterniony

* Profesorem cCisté
matematiky v Cambridge

e Zabyval se teorii invariantu
(pro teorii relativity),

teorii matic (pro
= kvantovou mechaniku),
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Priklady binarnich operaci

* Obycejné scitani, nasobeni, odecitani — binarni
operace na mnoziné Z vsech celych Cisel nebo na
mnoziné Q vsech racionalnich Cisel nebo na
mnoziné R, na mnoziné C vsech komplexnich Cisel

e Déleni neni binarni operaci na zadné z téchto
mnozin (neni definovano déleni nulou).

e Odecitani neni binarni operaci na mnozineé N
vsech prirozenych Cisel. (Nemuzeme odecitat
vetsi Cislo od mensiho.)



Vlastnosti binarnich operaci

Asociativita operace — pri skladani operace
nezalezi na uzavorkovani

(a+b)+c =a+(b+c)
Komutativita — nezalezi na poradi prvku
Existence neutralniho prvku

Existence inverzniho prvku ke kazdému prvku
zakladni mnoziny



Vlastnosti binarnich operaci
na mnozine A

* V1 - Asociativita

Yab,ceA a(bc)=(ab)c (multiplikativni zapis)
* V2 — Komutativita

YabeA ba=ab

e V3 — Existence neutralniho (jednotkového)
prvku

deeA VaeA ea=ae=a
* V4 — Existence inverzniho prvku
YVaeA daleA aal=ala =€
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Uzavrenost mnoziny vzhledem k operaci

* Definice:

Necht” A je mnozina s binarni operaci *.

Podmnozina B mnoziny A

je uzavrena vzhledem k operaci *,

jestlize pro kazdé dva prvky x, ye Bje i x*y e B.
Priklady: Uvazujme mnozinu N vsech prirozenych Cisel.

1. Podmnozina vsech sudych Cisel je uzavrena
vzhledem k operaci scitani.

2. Podmnozina vsech lichych Cisel vzhledem ke scitani
uzavrena neni (soucet dvou lichych Cisel je Cislo sudé).



Uzavrenost mnoziny vzhledem k operaci

Priklady:
* N s operaci nasobeni

{1}, podmnozina vsech sudych Cisel, podmnozina
vsech lichych Cisel, podmnozina vsech
nasobku néjakého prirozeného cisla (Ano)

Podmnozina vsech prvocisel (Ne)
* N s operaci scitani
Podmnozina vsech Cisel délitelnych tremi (Ano)



Algebraické struktury s jednou operaci

 Grupoid — mnozina s jednou binarni operaci

* Pologrupa (semigroup)—mnozina s jednou
asociativni binarni operaci

 Monoid — pologrupa, v niz existuje neutralni

prvek

* Grupa (group) — mnozina s jednou asociativni
binarni operaci, v niz existuje neutralni prvek a ke
kazdému prvku existuje prvek inverzni.
— Abelova grupa (Abelian group) — grupa, v niz je

operace navic komutativni

— Cyklicka grupa (cyclic group)
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Definice grupy

G1 — Vysledek operace ¢ libovolnych dvou prvk
mnoziny M zustane vzdy v mnoziné M. (M je
uzavrena vzhledem k operaci o.)

G2 - Pro kazdeé tri prvky mnoziny M plati asociativni
zakon. Prvky a, b, ¢, nemusi byt navzajem ruzné.

ae(bec)=(aeb)ec

G3 -V mnoziné M existuje e — neutralni prvek tak,
ze pro vsechny prvky a z M je

eea=0 a aee=da

G4 — Ke kazdému prvku a z mnoziny M existuje

pravé jeden inverzni prvekalea=aeal =¢



Priklad — otaceni ctverce kolem stredu

Necht je dan ¢tverec ABCD. Uvazujme mnozinu R
vsech takovych otoceni ¢tverce ABCD kolem stredu S,
ktera prevadeji ctverec ABCD opét na tento Ctverec —
zakrytova otoceni ¢tverce ABCD.

Dohoda: otoceni, ktera se lisi o celoCiselny nasobek
360° povazujeme za stejna

Mnozina R se sklada z otoceni o uhly O°, 90°, 180° a
270° - a,, a4, @5, A5

Otoceni o 0° nazyvame identické otoceni — identita.



Priklad - otaceni ctverce kolem stredu

e OtocCeni si oznaCime * Dvé otocCeni postupneé za
postupne a,, a,, a,, a5 sebou zapiseme 3;. a,
* Napr.a;.a,=a, (multiplikativni zapis)

XS




Priklad — otaceni ctverce kolem stredu

Proveérime vlastnosti grupy z definice

e 1. Uzavrenost mnoziny

* 2. Asociativita operace

* 3. Existence neutralniho prvku

* 4. Ke kazdému a; existuje inverzni prvek.

Otaceni ctverce tvori grupu, dokonce Abelovu,

protoze
operace je komutativni.



Otaceni versus preklapeéeni

e (Otaceni Ctverce o 90°

* Preklapéni ctverce

* Cyklicka grupa 7,
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Otaceni o dany uhel — nekonecna grupa

%"‘ @ 4\6 = (Ai&

Kazdému uhlu o € <0, 27t) odpovida prvek grupy —
otoCeni obrazce o uhel a.

Grupu lze jednoznacné preveést

na grupu nasobeni matic rotace:
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Priklad grupy vyssiho radu
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Dalsi priklady grup

Hodinova grupa (cyklickd) — scitani hodin na
ciferniku

Kulova grupa (grupa transformaci, symetrii) —
vsechna pootoceni koule

Vojenska grupa (cyklicka grupa radu 4) — Ctyri
oovely: vlevo vbok, vpravo vbok, celem vzad, stuj
Pochodova grupa — mnozina vsech konecnych
nosloupnosti povellu vojenské grupy + krok vpred
(v€etné prazdné posloupnosti) — scitani vektoru v
Gaussove rovine

Skatulata, $katulata, hejbejte se — permutaéni

grupa




Priklady grup

e realna Cisla + scitani
e celadcis I citani

e prirozena Cisla + s |tan| - NE!

* cela Cisla + odcita

 realna cCisla + nasobem’ - NE!

* racionalni + scitani

* racionalni bez nuly + nasobeni
* vektory + skladani

* osmiuhelnik + preklapéni podle os symetrie a
rotacni symetrie
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Podstruktury (Substructures)

e Kazda struktura muze mit svou podstrukturu.
Podgrupa (Subgroup)

* Necht” G je grupa. Podgrupou grupy G
rozumime libovolnhou podpologrupu H grupy
G, takovou, Zze ate H pro kazdou a e H.

Normalni podgrupa (Normal subgroup)

* Podgrupa H se nazyva normalni, jestlize
bHb™ c H pro kazdé b ¢ G.
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Normalni podgrupy a generatory

Prunik libovolného systému (normalnich)
podgrup grupy G je opéet (normalni) podgrupa
grupy G.

Jestlize M c G, pak prunik vsech (normalnich)
podgrup grupy G obsahujicich mnozinu M se
nazyva (normalni) podgrupa grupy G generovana
mnozinou M.

M se nazyva mnozinou generatoru této podgrupy.

Jestlize podgrupa generovana mnozinou M je
rovna grupeé G, pak M se nazyva mnozinou
generatoru grupy G.



Cyklicka a konecné generovana grupa

* Grupa, Vv niz existuje jednoprvkova mnozina
generatoru, se nazyva cyklicka (cyclic group).

* Grupa, v niz existuje konecna mnozina
generatoru, se nazyva konecné generovana
(finitely generated group).



Symetricka grupa permutaci

Necht M je neprazdna mnozina. VSechny
permutace (bijektivni neboli vzajemné
jednoznacné zobrazeni) mnoziny M (na sebe)
tvori grupu vzhledem k operaci skladani.

Tato grupa se nazyva symetricka grupa S(M)
(symmetric group).

V pripade, ze mnozina M ={1, 2, ..., n}, budeme ji
znacit S,

Vysetrete, zda plati: Grupa S(M) je komutativni,
prave kdyz pocet prvkl mnoziny je vétsi nez 2.



P¥iklady

* Rombicka grupa
K=1{(), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}
 K—Kleinova ctyrgrupa (Klein four — group)
lOl8|m&| - nejmensi necyklicka grupa

010 8| 0 s

g8 0881 _jsomorfni s grupou symetrii
IEIEIEE] o .g pv Y

a @ mea  obdélniku i kosoCtverce

* Felix Klein, 1884 (Vierergruppe)
e a?=b?=c?=e,ab=ba=c,ac=ca=b, bc=cb=a
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Axiomaticka teorie grup a jeji
vlastnosti

Soustava axiomU muze mit dve dulezité vlastnosti:

e Bezespornost — nemoznost dokazat z tohoto
systému dokazat dvé tvrzeni, ktera by si
vzajemne odporovala

» Uplnost — Systém axiom je uplny, kdy? o
pravdivosti libovolného tvrzeni o pojmech

vysetrovanych v této teorii lze rozhodnout na
zakladé tohoto systému axiomu

* Poznamka: Pozadavek uplnosti neni nezbytné
nutny. Existuje rada teorii, které uplné nejsou
(napfr. vetsina algebraickych teorii).

Zato pozadavek bezespornosti je nutny vzdy.



Axiomy teorie grup

G1 — Vysledek operace ¢ libovolnych dvou prvk
mnoziny M zustane vzdy v mnoziné M. (M je
uzavrena vzhledem k operaci o.)

G2 - Pro kazdeé tri prvky mnoziny M plati asociativni
zakon. Prvky a, b, ¢, nemusi byt navzajem ruzné.

ae(bec)=(aeb)ec

G3 -V mnoziné M existuje e — neutralni prvek tak,
ze pro vsechny prvky a z M je

eea=0 a aee=da

G4 — Ke kazdému prvku a z mnoziny M existuje

pravé jeden inverzni prvekalea=aeal =¢



Co predchazelo vzniku teorie grup?

* Rozvoj teorie Cisel na konci 18. stoleti

* Rozvoj teorie algebraickych rovnic na konci
18. stoleti vedouci ke studiu permutaci

 Rozvoj geometrie na pocatku 19. stoleti



Pocatky teorie grup

* Jsou spojeny s teorii algebraickych rovnic, tj.
ax"+a, X+ . +ax+a,=0
Metody uzivali Joseph L. Lagrange (1771)
Paolo Ruffini (1799)
Niels H. Abel (1824)
Evariste Galois (1830)

Vlastnosti rovnice a Galoisovy grupy jsou ha
sobe zavislé.



Jiny zdroj vzniku teorie grup
Druha polovina 19. stoleti

* Felix Klein
* Erlangensky program — 1872

4 N

Kazdé geometrii
odpovida grupa transformaci
a

pomoci téchto grup lze utridit
dosud znamé geometrickeé teorie.

o /
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Aplikace

* Grupy napfr. umoznuji charakterizovat
symetricnost geometrickych obrazcu a téles, a
to pomoci jejich zakrytovych pohybu — vyuziti
v krystalografii — klasifikace pravidelnych

orostorovych systému

* Kvantova mechanika — reprezentace grup
oomoci linearnich zobrazeni




Lamejte si hlavu - L1

e Urcete vSechny podgrupy v grupé zadané
Cayleyho tabulkou:

I
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