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EA - prototyp algoritmického postupu

EukleidUiv algoritmus je pro matematiky
tradicné prototyp algoritmického postupu.

Objevuje se nejen pri hledani NSD (GCD), ale
take pri reseni neurcitych rovnic (Bézoutova
identita), také ve Sturmové metode pri hledani
pocCtu realnych korenu algebraickych rovnic.



Nejstarsi pouziti EA

» Explicitni vyjadreni algoritmu pred Eukleidem dosud
nebylo nenalezeno.

> Aristarchos ze Samu
O velikostech a vzdalenostech Slunce a Mésice
Aristarchos pouzil EA dvakrat a uvadi pomeéry,
které nahradil jinymi podle EA.
» Pozdéji Archimédés
EA pouziva konkrétné ve 3 aproximacich.
» EA souvisi také s metodou anthyphairesis,

kterou jiz uzivali v Platonove Akademii.
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e zak Stratdna z Lampsaku,

e ovlivnén pythagorejcem Philolaem z Kroténu,
e citovan Archimédem ve spisu Pocitani pisku

* odhad vzdalenostl me5|ce

—__. LaTal

1 H-t.,"“‘;. t CJJ ’\\,T.‘\\\""“'
AL r_.' k ', I/Mr’\g'




Aristarchos Il

e 71755875:61 735500
- 43 : 37

. 7921 : 4050
- 88 : 45
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Rekonstrukce Aristarchova postupu

* Necht A=71755875 B=61735500

A-B =C.... 10 020 375
B-6C=D..... 1613 250
C-6D=340875

C=6D,B=6C+D=37D
A=B+C=43D,tedyA:B=43:37



Rekonstrukce Aristarchova postupu Il

* Teprve v 17. stol. byl tento postup
spojen s retézovymi zlomky.
* Pokracujme v predchazejicim prikladu:
D=1613 250 a E =340 875

D—-4E=F ... 249750 H-21=1J..20 250
E-F=G..91125 |-J=K..337/5
F-2G=H..67500 J—6K=0

G-—H=1..23625 NSD (A, B) = K = 3 375



Pocta Aristarchovi

Riccioli , 17. stoleti
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Archimeédeés 287 -212 pr.n.l.

* Archimédés: Mereni kruhu
6336:2017 +% —> 3+10/71(=223:71)
Pomeér obvodu kruhu k pruméru je
mensi nez 3+ 1/7 a vétsSi nez 3 + 10/71.
3+1/7 > n >3+ 10/71.
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Archimeédés I

* Vepisuje do kruhu n-uhelniky:

6-Uhelnik 6.153/265 < 3,47
12-uhelnik 12 . 153/571 < 3,22
24-Uhelnik 24 .153/(1161 +18) < 3,16
48-Uhelnik 48 .153/(2334+%) < 3,147
96-Uhelnik 96 .153/(4673+%) < 3+1/7




VIl. kniha Eukleidovych Zakladu

Dva vyroky o EA lze najit v VII. knize
Eukleidovych Zakladu:

Prop.1: O tom, kdy jsou dvé Cisla vzajemné

nesoudeéelna: Jsou-ii déna dvé éisla nestejnd a odcitd-li se stridavé
vzdy mensi od vétsiho, kdyz zbyvajici predchazejiciho nikdy nedomeéruje,
dokud nezbude jednotka, pocatecni cisla budou navzajem kmenna.

Prop.2: O urceni nejvetsiho spolecného

délitele: ssou-li déna davé éisla navzdjem nekmennd, najdi nejvetsi
jejich spolecnou miru.  (Preklad Frantiska Servita z roku 1907.)

To je nejdulezitéjsi misto v Zakladech
a odtud EA |ze obecné odvodit!
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Novy preklad, 2011

« Recké matematické texty, Oikoymenh, Praha
2011, str. 190-194

e Kniha VI, Prop. 1: Jsou ddna dvé nestejné velkd ¢isla
a odebirejme stridave a opakované mensi od vetsiho. Pokud
nikdy nedojde k tomu, ze by zbyvajicim cislem bylo méreno
cislo z predchoziho kroku, drive nez dospéje k jednotce, pak
cisla dana na pocatku jsou nesoudélna.

e Kniha VII, Prop. 2: Jsou ddna dvé ¢isla, kterd nejsou
nesoudélna, a mame nalézt jejich nejvetsi spolecnou miru.
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Eukleidovy Zaklady, Kniha X.

* Prop. 2: Jestlize se ze dvou danych nestejne
velkych velicin odebira stridave a opakované
vzdy ta mensi od té vetsi, pricemz zbytek nikdy
nemeri predchozi zbytek, pak jsou tyto veliciny
nesoumeritelné.

RMT, str. 214 -215

* Prop. 3:
Jsou-li dany dve veliciny souméritelné, najdi
jejich miru. Servit, str. 160 - 161
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V. kniha Eukleidovych Zakladu

Pak je tu jesté jedna veéetey,
vychazejici z V. knihy Eukleidovych Zakladu.

Prop. 5: Kdyz jest veli¢ina veli¢iny stejnym ndsobkem jako
cast odectend odecteneé, téz zbytek zbytku bude stejnym
nasobkem, jakym cisla cela.

* Jde zde o porovnavani pomeérd,

na to navazal arabsky matematik al-Chajjam
(prepis byva ruzny, napr. al-Khayyam)

a v 9. stol. al-Mahani.
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Isa Al-Mahani (820—880),

* Persky matematik a astronom, ktery v letech
853 - 866 zaznamenal radu pozorovani meésicnich
a slunecnich zatméni a konjunkce planet.

e Komentoval Eukleidova a Archimédova dila.
Zdokonalil preklad Menelaovy Sfériky.

* Pokusil se resit tzv. Archiméduv problém: Rozdélit
kouli rovinou na dvé casti vdaném pomeéru objemu.
Redeni vede ke kubické rovnici x3+c2.b=c.x?
Muslimsti matematici ji nazyvaji al-Mahaniho rovnici.



Presnost Mahaniho vypoctu

> |bn Yunus:

,Pocital s astrolabem pocatky meésicnich
zatmeni a po trech po sobé nasledujicich
zatmeénich se zmylil pouze o hodinu a pul.”

» Al- Mahani napsal také praci,

kde dokazuje 26 problému sporem.

» Motivaci k zdjmu o matematiku
cerpal prevazne z astronomie.



Bézoutova identita

Celociselné reseni x,, y, linearni rovnice
ax - by =,
existuje vzdy a splhuje Bezoutovu identitu
aXy - by, = 1.
* To ovSem neobjevil Bézout, ale
Bachet de Méziriac v roce 1624.
Bézout podobné vysvetleni uvadi az ve 3. Casti
sveho Kursu matematiky v roce 1766.
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Etienne Bézout 1730 - 1783

* Francouzsky matematik

* Théorie générale des equations algébriques,
Pariz 1779,
teorie eliminace a symetrickych funkci
korfenu rovnic

* Pouzival determinanty v roce 1764,
nevylozil jejich obecnou teorii.



Priklad
* Cours d’ Algebre, 1766
Redi Ulohu: 17x— 11y =542
y=(17x—-542)/11 =(17x—-98.11)/11
=(17x/11) — 98
y=x—49 + (6x—-3)/11a6x—-3=11uy,

hleddme celé cCislo x, tedy x = (11u + 3)/6.
x =39+11 y=11+17 Bézoutova identita:
50+11 28 +17 2.17-3.11=1
61+ 11 etc.

etc.



Claude Gaspard Bachet de Méziriac

e 1581 -1638
e Bachet byl prvni

v Evropé, ktery se zabyval
resenim neurcitych rovnic
pomoci retézovych zlomkau.

e Zabyval se teorii Cisel, nalezl
napf. metodu konstrukce
magickych ctvercu.

* Je povazovan za autora
Bézoutovy identity.
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Retézové zlomky

e Aristarchos ze Samu, Archimeédeés,

* Fibonacci — aproximace tzv. zlatého rezu
v Liber abaci, 1202,
Bombelli - aproximace druhé odmocniny

v jeho spisu Algebra, 1572 , Cataldi - Trattato,
1613.

* Pocatek téchto uvah: X. kniha Eukleidovych
Zakladu - v pojednani o nesouméritelnych
veli¢inach, v Prop. 2 pocatek téechto uvah.



Retézové zlomky Il

* Brahmagupta (598 - 670) byl prvni, ktery
vyjadril, ze retézovy zlomek neni zobrazeni —
je to limita posloupnosti zobrazeni.

e Pak se retézovym zlomkum vénovali jiz nam

znami Araboveée - al-Mahani, 9. stol.,
a al-Chajjam, 12. stol.

* Nakonec prejdeme do Anglie:

lord Brouncker nasel formuli pro 4/pi a tuto
formuli citoval Wallis ve svém dile

Arithmetica infinitorum.



Euclid's algorithm, mathematics and music

Benjamin Wardhaugh, Plus Magazine,
Issue 40, September 2006

A little while ago | was reading some letters written

by the 17th century German mathematician Gottfried Leibniz to an obscure
contemporary of his, Conrad Henfling. The letters were about music theory
and the details of how to tune musical instruments. | was surprised to find
that at one point Henfling started to use Euclid's algorithm to justify his
musical reasoning.

* How useful could a mathematical technique from the third
century BC be to a 17th-century musician? Very useful indeed,
it turns out. Euclid's algorithm provides a way of dealing with
equations of musical pitch, potentially helping musicians and
instrument makers to tune musical instruments.



Interval hudebni a matematicky

Interval mezi oktavou a kvintou
pomer a-nxb=c, kdeb>c
e oktdva - kvinta = kvarta 2:1/3:2=4:3 (1)

* kvinta - kvarta = tén 3:2/4:3=9:8 (2)
e kvarta - 2 tony = pulton
(napf. E k F) 4:3 /(9:8)% = 256:243 (3)

e ton - 2 pultony = komma
9:8 / (256:243)2 =531441:524288 (4)



Jaka je vhodna aproximace kvinty v oktave?

Interval Pomér
e pultdn - 3 kommy ='X"' 256:243/(531441:524288)3
= (28:35) / (312: 219 )3 =
265 : 341
* komma-'X'=" (312 : 219) / (265 : 341) = 353 . 284
¢« X'-5Y'="7 (265 : 341) / (353 : 284)5 =

2485 : 3306 (>1}



Jaka je vhodna aproximace kvinty v oktave?

Mohli bychom pokracovat dale nekonecénékrat (In 4/3 -irac.).
Predpokladejme, ze tén - 2 pultéony =0

Potom 1 tén =2 pultony (5)
kvarta = 2 tony + 1 pultdon (podle 3) =5 pultonu (podle 5)  (6)
kvinta = kvarta + ton (podle 2) = 7 pultonu (podle 5 a 6) (7)

oktava = kvinta + kvarta (podle 1) =12 pulténu (podle5a7) (8)

Tedy Eukleiduv algoritmus nam pomuze v tom, ze
muzeme zduvodnit, ze skutecné pouzivana aproximace
kvinty v oktavé 7/12 je optimalni (pfi zanedbani
kommy), protoze kvinta je priblizné 7 pulténu a oktava
jichmaasi 12.
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Dalsi krok

* ton = pulton?. komma .... T=P2 K

* kvarta ... = T2p = K2. P>

* kvinta ... Q Q= .T=K3.P7
* oktava (diapazon)...D D= .Q=K.P¥
DNES:

 Temperované ladéni pouziva pro pulton 12.
odmocninu ze dvou.

 Kvinta pak je 27/12 (pomér frekvenci).
e Oktava je presna, tj. presne 2.

Alena Solcova, FIT CVUT
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Lord William Brouncker (1620 -1684

* Irsky matematik a hudebnik,
zakladatel a prvni president
Kralovské spoleCnosti v Londyné. ., \
Loyalni royalista. Zabyval se
retézovymi zlomky a pocital
logaritmy pomoci nekonecnych
rad. Od 16 let studoval v Oxfordu. |
Doktorem mediciny (fyziky) se stal v roce 1647.

 Navrhoval tvar lodi, napriklad navrhl tvar jachty pro
Karla Il. Dopisoval si s Johnem Wallisem.
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Brouncker Il

e Brouncker nasel obsah casti

rovnoosé hyperboly pomoci

souctu urcité rady.

* Prelozil Descartovo Hudebni kompendium,
1653, a nasel nové rozdéleni diapasonu na 17
stejnych pultonu.
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John Wallis 1616 — 1703

* Anglicky matematik,
ktery se podilel na vyvoji
infinitezimalniho poctu.
 Meziroky 1643 a 1689
pracoval jako kryptograf
pro parlament Spojeného kralov-

stvi a pozdéji pro kralovsky dvur.
* Také zavedl| symbol == pro nekonecno.
Byla po ném pojmenovana planetka 31 982 Johnwallis.
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Kryptografie ve Wallisove dobé

* Kryptografie nebyla v té dobé na moc dobré
urovni. Navzdory individualnim dspéchum
matematiku, mezi které patfril napr.

Francois Viete, nebyly principy navrhu a
analyzy sSifer moc dobre pochopeny.

e Veétsina cifer zavisela na tajném algoritmu
namisto promenlivého klice.

e Wallis si uvédomil, ze druha moznost je

V e/



Wallis - kalkulator

e Studoval v Cambridge.

* Od roku 1649 profesorem geometrie
v Oxfordu, predtim urcitou dobu knézem.

* Wallisova mimoradna matematicka schopnost
— poditat zpaméti. Spatné spal, ¢asto si pocital
a v noci vstaval. Jednou v noci spocital z hlavy
druhou odmocninu Cisla s 53 ciframi a rano
diktoval vysledek zpaméti — 27-ciferné Cislo.



Jak pocitat bez pocitace?

 Henry Oldenburg, sekretar Royal Society,
poslal k Wallisovi kolegu, aby zjistil, jak to
Wallis déla.

e Zavazné téma k diskusi ve Philosophical

Transactions of the Royal Society roku 1685.
Xkkkkkk kkkkkk

e Wallis zaved| termin retézovy zlomek do
matematicke literatury.



Aplikace retézovych zlomku a EA

* Také Christian Huygens pouzil retézove zlomky,
kdy pocital pocet zubu pro konstrukci
planetaria (1682), De automato planetario.

e Astronomové vubec ve svych vypoctech
potrebovali casto EA.

v = by

(lq




Christian Huygens 1629 - 1695

Huygensuv princip
kyvadlové hodiny

zaklady integralniho poctu
kvadratura kruhu atd.

Software Huygens

Sonda Huygens
Hora na Mésici, krater na Marsu, planetka 2801
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Model slunecni soustavy

Tehdy byl znamy

pomeér obéznych dob Saturnu a Zemé kolem
Slunce 29,43 :1

Huygens hledal vhodnou aproximaci a

zvolil pocCet zubu v pomeéru 206 : 7 =29, 4285
1.aprox.: 29,43=29+1/(2+..)=59/2
2.aprox.. = 29+1/(2+1/(3+..))=206/7
3.aprox.: =29+41/(2+1/(3+1/14)))=2943/100
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18. a 19. stoleti

* Nakonec bychom se mohli vénovat pracem
Eulera, Lagrange a Sturma,

e specialné ¢inskym matematikum.
» Ceské prace prvniho profesora matematiky

v cestiné Fr. Jos. Studnicky o retézovych
zlomcich a teorii Cisel jsou pristupné v Ceské
digitalni knihovné.




Leonhard Euler 1707 - 1783

analyticka teorie retézovych zlomku
vyjadreni transcendentnich funkci

1748 Leonhard Euler, Introductio in analysin
infinitorum, Vol. |, Chapter 18.

Otazka konvergence nekonecného retézového
zlomku je analogicka konstrukci iracionalniho
cisla jako limity Cauchyho posloupnosti
racionalnich Cisel.



Joseph Louis Lagrange

* Pouzil retézové zlomky k nalezeni obecného
reseni Pellovy rovnice.

x>-ny’=1

* Pocet korenu rovnice — otazku formuloval
René Descartes ve svém dile ,Géometrie”,
1637

e Kaskadova metoda



Jacques Charles Francois Sturm

1803 Zeneva — 1855 Pafiz
* Vychovatel syna Mme de Stael
a syna astronoma Araga, 85

profesor |'Ecole polytechnique
a parizské univerzity.

\.




Sturmova metoda

e NxM+Px™1l4+QxM™2+...+Tx+U=0

* V=0
V=V,Q; -V,
Vi=V,Q, -V,

° Vr—2 = Vr—lQr—l -V

r



Donald Knuth a 20. stoleti

* Donald Knuth
,Pocinaje rokem 1950 je slovo
algoritmus spojeno s EA.”
1. dil slavného
The Art of Computer Programming
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