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Poznamky k matematice 19. stoleti

1812 — 1821 - Gauss, Bolzano, Cauchy — zaklady teorie
konvergence rad

1812 — Pierre S. Laplace, 1827 — Simon Poisson — dukazy
prvnich limitnich vét v teorii pravdépodobnosti

1820 — 1824 — Ch. Babbage — prace na pocitacim stroji —
funkcionalni rovnice

1816 — W. Bessel — Besselovy funkce
1828 — August F. Moebius — ,,Barycentricky kalkul”

1828 — Niels Abel - Abelovo kriterium pro konvergenci rady,
reseni rovnice 5. stupné

1830 — 1832 — Galois — teorie grup
1832 — Janos Bolyai — neekleidovska geometrie ,Appendix

1833 — 1834 — W. R. Hamilton — rozvoj variacniho poctu,
kvaterniony

1844 — Grassmann — ,Ausdehnugslehre” — linearni algebra
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Poznamky k matematice 19. stoleti - 2

1858 — Arthur Cayley — teorie matic

1869 — Karl Weierstrass — teorie funkci komplexni
promenné

1872 — Sophus Lie - Lieovy grupy — spojitost a algebra
1873 — Charles Hermite — transcendentnost Cisla e

1874 — Georg Cantor — nespocetnost mnoziny realnych
Cisel

1883 — 1887 — Georg Cantor — vznik teorie mnozin
1890 — Giusseppe Peano — axiomy prirozenych cisel

1899 — David Hilbert ,Zaklady geometrie”, souvislost
mezi algebrou a geometrii
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David Hilbert a problémy pro 20

. stoleti

e Pariz, Sorbona - 8. srpna roku 1900
2. mezinarodni kongres matematiku

» David Hilbert, profesor univerzity v Gottingen,
formuloval 23 problému pro 20. stoleti

« 1902 — Uplny seznam 23 problém{ zvefejnén

v clanku v Bulletinu Americké matematické spolecnosti.

Poznamka: 1. matematicky kongres se konal v roce 1893

v ZUurichu.




Od hypotézy kontinua

1. Hypotéza kontinua — problém resen dor. 1963

Hilbert v r. 1900 rozdélil problém na dvé otazky:

a) Existuje transfinitni Cislo*) mezi spocetnou
mnozinou a kontinuem?

b) Muze byt Ciselné kontinuum dobre usporadanou
mnozinou?

Axiom vybéru — Ernst Zermelo (1871-1956)

Nezavislost axiomu vybéru na teorii mnozin — Paul
Cohen

2. Bezespornost axiomu aritmetiky — Kurt Godel —
Bez aritmetiky nelze dokazat bezespornost
jinych teorii.



Dalsi Hilbertovy problémy

8. Riemannova hypotéza — Dosud nevyresena.

10. Najdéte algoritmus k urceni, zda dana polynomicka
rovnice s celymi koeficienty ma celociselné reseni.

Vyresen 1970. — Matijasevicova veta — Takovy
algoritmus neexistuje.

18. Keplerova hypotéza o usporadani kouli a jejich
hustote — 1998, Thomas Hales — 74%

Pocitacova podpora.

23. Dalsi vyvoj variacniho poctu — Zatim stale otevrené
téma.




Hilbertovy Zaklady geometrie

1899 — Grundlagen der Geometrie — prelozeny
do mnoha jazyku.

* Hilbert jako zakladatel axiomatické skoly
mel vliv na formalizaci algebry a analyzy.

e Zajimal se o vSechny aspekty Cisté
matematiky:

napr. zavedl pojem prostoru — Hilbertova,
pozdéji Banachuv prostor ... nebo se
zabyval vyplnovanim prostoru krivkami ... etc.
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Giusseppe Peano

* Peanova krivka — prvni varianta
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Kochova krivka

i

e Helge von Koch (1870 — 1924), profesor
ve Stockholmu v roce 1904

 Navrhl krivku zalozenou na rovnostranném
trojuhelniku a treténi jeho stran:
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Sierpinskiho sito
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Wactaw Franciszek Sierpinski (1882 — 1969),
polsky matematik,
venoval se teorii Cisel, teorii mnozin a topologii.
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Nové definice integralu

Archimedés, Kepler, Newton, Leibniz, Riemann.

Henri Lebesgue, 1904 — Zakladni integral pro reseni diferencialnich
rovnic (umi preskocit singularity).

Riemannuyv integral ,,nalezato”

Nejdrive se definuji integraly po ¢astech konstantnich funkci,
tzv. jednoduchych. Integral pak je limita posloupnosti integral(
konvergujicich jednoduchych funkci.

Funkce i mnoziny jsou tzv. méritelné a nemeéritelné.
Lebesguellv integral je def. pouze pro méritelné.

Jina definice L-int. vychazi ze zavedeni miry mnoziny.
Integral Dirichletovy funkce existuje a je roven nule.
Oskar Perron, 1912 — novy typ integralu, komplikovany

Jaroslav Kurzweil 1957 — integral neabsolutné konvergentni. Kurzweil
nasel velmi elegantni definici. Teorii K-int. rozpracoval Ralph Henstock.
Pozdéji dokazano, ze je ekvivalentni Perronovu integralu.

atd.




Co je matematika?

e Ve 20. stoleti se zmeéenil pohled na to,
co je matematika?

» Je to aritmetika? Véda spojend s Cisly?

» Véda o strukturach?

» Obor, ktery pomoci vypoctl nebo manipulaci
se symboly resi nejaké problémy?
Takto vnimali svuj obor pred 150 lety samotni
matematikove.

e Jiz v polovine 19. stoleti doslo ke zméne,
primo revolucni:




Co je matematika? - 2

* Gottingen:
Bernhard Riemann, Pierre Lejeune Dirichlet, Richard
Dedekind

* Podle jejich predstavy v matematice nejde o provadéni
vypoctl a hledani odpovédi,
ale o formulace a porozuméni abstraktnim koncepcim a
vztahim.
Nalezli odpovéd na to:
,Co je jadrem oboru a co patrfi mezi pomocné dovednosti?*“

Dlraz je presunut z provadéni na porozumeéni!

e Chybna interpretace ,,Hnuti za novou matematiku® v 60.

letech 20. stoleti ve skolach.

(,Zapomente na pocitani a soustfedte pouze na koncepci.”
Po nekolika letech tyto myslenky ve skolnich osnovach

opustény.)
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Dirichlet

e Myslet koncepcne!” (,,Denken in Begriffen!”)
motto mladé generace matematiku

» Matematické pojmy jiz nebyly povazovany
za cosi daneho formulemi, ale za nosice
koncepcnich vlastnosti.

» Dukaz se stal procesem koncepcni logické
dedukce, nebyla to jen manipulace s pojmy
v ramci danych pravidel.




Pojem funkce podle Dirichleta

Pred Dirichletem: vzorecy = x? + 3x—5 je predpis, jak
ziskat z daného Cisla x noveé Cislo .

Dirichlet:

,Zapomenme na vzorec
a soustredme se na funkci samotnou.”

Funkce je cokoli, co priradi danému cislu cislo nove.

K jejimu popisu neni treba matematickeé formule.

Ani se nemusime omezovat na cisla

Funkci muze byt jakykoli predpis, ktery uvazuje objekty
urcitého typu a prirazuje jim objekty obecné jiného
typu.

Pr. Pravidlo, které priradi kazdému statu hlavni mésto.




Vlastnosti abstraktnich funkci

* Pr. Funkce je prosta, suda, licha, ... dalsi vlastnosti
* Je y=x? prostad? Jey =sin x suda funkce?

e Epsilon—delta gymnastika“
August Cauchy, Karl Weierstrass

* Riemann definoval komplexni funkci pomoci
jejich diferencialnich vlastnosti

» 1859 — Riemann: O poctu prvocisel leZicich pod
danou hodnotou — snaha porozumét strukture
prvocisel.




Riemannuv dopis Weierstrassovi

O Riemannove hypotéze:

toho tvrzeni;

po nekolika zbéznych marnych pokusech
to ale zatim davam stranou,

protoze se zda, ze muj dalsSi vyzkum

Qe bez toho obejde.”

ﬁsté by bylo zadouci ziskat precizni dukaz \

%
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Vlastnosti prvocisel

Kolik je prvocisel? Eukleidés ...

e Jaka je jejich hustota? Prvociselna véta

N
Dy

Dy =P(N)/N =1/In(N) Gauss - hypotéza
Hadamard — dukaz 1896

Vallée de Poussin
10 100 1000 10000 100000 1000000
0,5 0,24 0,168 0,123 0,096 0,078

Problém prvociselnych dvojcat?

Zda existuje nekonecné mnoho prvociselnych dvojic lisicich
seodve:11a13,17a19,...V 21. stoleti se hledaji mezi
Cisly s vice nez 50 000 ciframi.

Goldbachova domnénka? 1742 — Kazdé sudé Cislo vétsi nez
2 je souctem prave dvou prvocisel. Potvrzeno do 2x 10*/

v roce 2004. Stale otevreny problém.



Problémy pro 21. stoleti

Claylv matematicky institut / 24. kvétna 2000

— Millenium Prize Problems—S 1 000 000
1. Pversus NP -rychlost algoritmu

polynomidlni - nedeterministicky polynomialni casova slozitost algoritm(
2. Hodgeova domnénka
3. Poincaréova hypotéza (dokazana — Grigorij Perelman)

4. Riemannova hypotéza — koreny funkce ,, dzéta“ a
rozlozeni prvocisel

5. Yang-Millsova teorie a hypotéza hmotnostnich rozdilt
6. Navier-Stokesovy rovnice — existence reseni

7. Birchova a Swinerton-Dyerova domnénka — Kdy rovnice
nema reseni?



P versus NP - rychlost algoritmu

* Jak efektivné mohou pocitat pocitace?

polynomialni - nedeterministicky polynomialni
casova slozitost algoritmu

Stephen Cook (*1939) testoval Goldbachovu
domnénku, prestal studovat elektroinzenyrstvi
v Michiganu.

Prestoupil na studium matematiky

(informatika jesté nebyla samostatna disciplina).
Chteél studovat algebru.

Ocitl se na Harvardové univerziteé

pod vlivem logika Wanga

a seznamil se s praci Michaela Rabina o teorii
slozitosti.



Stephen Cook

 Harvard — Berkeley, Kalifornie 4 roky — dodnes
Toronto

The Complexity of Theorem Proving Procedures
(Slozitost procedur pro dokazovani vét)

Zavedl novou koncepci NP uplnost,
mocny nastroj pro analyzu vypocetnich uloh

,INP uplnost se mi jevila jako zajimavy napad,
ale neuvedomil jsem si jeji mozny dopad.”

Aplikace - Problém obchodniho cestujiciho
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Problém obchodniho cestujiciho (POC)

1930 — poprveé uvedl Karl Menger ve Vidni

Vedl ke studiu obecnych pocitacovych metod.

POC je pocitacova uloha k nalezeni optimalni trasy.
Teoretikové se vsak zabyvaji otazkou: S jakou efektivitou
muze pocita€ dany ukol vyresit?

Funkce casoveé slozitosti: linearni, kvadraticka,
exponencialni ...

V 60. letech zavedena klasifikace NP. Nikdo zatim
nedokazal, ze tridy problému P a NP splyvaiji,

ani ze jde o rtzné tridy.

Podle Cooka, 1971:

NP problém je NP uplny, jestlize by objev polynomialni
procedury vedouci k jeho resSeni znamenal, ze kterykoli jiny
NP problém muze byt resen polynomialné.




Birchova a Swinnerton-Dyerova domnénka

» Tykd se matematickych objektt — eliptické
krivky, nazev elipticky je odvozen od toho,
Ze se s nimi pocita pri vypoctu obvodu elipsy.

y?=x3—ax+b

» Nalezeni raciondalnich bodu jistych
eliptickych krivek a jejich pocet.

» Henri Poincaré v roce 1901:
Kazdé eliptické krivce muzeme
priradit jistou grupu.




Hodgeova domnénka

Kazda harmonicka diferencialni forma (jistého typu)
nesingularni projektivni algebraické variety je
racionalni kombinaci kohomologickych trid
\algebraick{/ch cyklu.

* Ukazka toho, ze podstata moderni matematiky
nedovoluje laikovi, aby ji nalezité ocenil.

* 1950 Mezinarodni matematicky kongres
v Cambridge

William Hodge (1903 — 1975) zabyval se teorii
harmonickych integralu.

Zalozil Mezinarodni matematickou unii.
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Riemannova hypotéza

Funkce { —, dzéta“
((s)=1/1°5 +1/25+1/35+1/4°+ 1/5°+ ...

Euler dokazal pro hodnotu 2: 7 (2) = nt?/6,
moznost vypoctu Cisla m.

Euler dokazal T (s) =1 [1/(1 -1/p°)]

pro libovolné s a pres vsechna prvocisla p.
1 — nekonecny soucin

Riemann:

Hledal souvislost mezi komplexnimi koreny funkce C -,,dzéta“
ve tvaru (% + bi)

a rozlozenim prvocisel.




Riemannova hypotéza

e Koreny Riemannovy fce: { (n) = 0 pro vSechna zaporna suda
cela Cisla n.

VSsechna ostatni komplexni Cisla z,
splnujici podminku {(z) = 0O,
kterych je nekonecné mnoho,
lezi na kritické prfimce Re (z) = 1.

 Dulkaz - dusledky v bezpecnosti internetu, bankovni

transakce apod.
e VétSina matematikl véri, Ze Riemannova hypotéza plati.

* Souvislost matematiky s kvantovou fyzikou
- Alain Connes.

Alena Solcova, FIT CVUT v Praze
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Umela inteligence Ul

 Artificial Intelligence Al — soucast informatiky, ktera se
zabyva tvorbou stroju majicich rysy inteligentniho chovani

* Inteligence je shromazdovani informaci a jejich
vyhodnocovani — simulace uceni strojem.

e 1955 — Predpovéd rozvoje Ul pro rok 1970:

PocitaC bude

1. velmistrem v Sachu.

2. Odhali nova matematicka tvrzeni.

3. Porozumi prirozenému jazyku a bude schopen prekladat.

4. Bude schopen komponovat hudbu na drovni klasiku.
Néekteré z téchto predstav se nenaplnily.

Alan Turing — reSil otazku, jak posuzovat inteligentni projevy
stroje — 1950.

Computing machinery and Inteligence




* Neuronove site

* Genetické programovani

e Expertni systémy

* Prohledavani stavového prostoru
 Dobyvani znalosti

e Strojoveé uceni

Matematika v GPS

Aplikace linearni algebry, statistiky, teorie grafu,
kosmickeé geodézie atd.
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